CHAPITRE 7
ANALYSE

I. Fonctions réelles de la variable réelle

Définition 7.1

Une fonction réelle de la variable réelle est une application f: Dy — R ot Dy < R. Lensemble Dy est appelé
domaine de définition de f.

1. Vocabulaire

a. Graphe
— Définition 7.2
Soit f une fonction réelle définie sur D . On appelle graphe de f 'ensemble C = {(x, f(x)) | x € Dy}.
Cet ensemble est une partie de R?, on peut donc le représenter dans un plan muni d’'un repére.
Exemple 7.1
Considérons la fonction suivante :
(x)
) —(x+1)?+4 six<-1 !
fix (x+1)2+1 six=-1 10
f est définie sur R, une partie de son graphe
2 2 i . 8 i
est représentée ci-contre : e —(x+1)%+4
— y=(x+1?%+1
6 £4
4 4
‘-—/2
f X
3 -2 -1 1 2
_2 i

b. Variations

— Définition 7.3
Soit c un réel fixé et D < R. On appelle fonction constante égale a c sur D la fonction
f: D —

X — C

On appelle fonction nulle la fonction

c’est a dire la fonction constante égale a 0.
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— Définition 7.4

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle . On dit que
¢ f estcroissante sur I si V(a,b) € I, a<b> fl@a<f
* f estdécroissante sur I siV(a,b) € I, a<b= f(a) = f(b)

¢ f estconstante sur [ siV(a,b) € I, a<b=> fla)=f(b)

f) fx) fx)
fb)
T

f@ f(@) = fb)

f®
fla)

X X X
a b a b a b
Fonction croissante Fonction décroissante Fonction constante

On dit que f est monotone sur [ si elle est croissante sur I ou décroissante sur 1.

c. Fonction périodique

Définition 7.5

Soit f : Dy — R une fonction. On dit que f est périodique s'il existe un réel T # 0 tel que pour tout réel x € Dy
pourlequel x+ T € Dyona f(x+T) = f(x). On dit alors que T est une période de f (ou que [ est T-périodique).

Exemple 7.2

Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 2.
La fonction tangente est périodique de période 7. En effet,

sin(x+m) —sin(x) sinx

= = =tanx
cos(x+m) —cos(x) cosx

VxE[R\{g+k7r|k€Z}, tan(x+ ) =

Si f est T-périodique, alors f est aussi 2T-périodique, 3T-périodique, etc. La période d'une fonction périodique
n’est donc pas unique.

d. Parité

Définition 7.6

Soit f': Dy — R une application telle que Vx € Dy, —x € Dy (on dit que D est symétrique par rapport a 0).
* Ondit que f est pairesi Vx € Dy, f(-x) = f(x)
* Onditque f estimpairesi Vx € Dy, f(-x) = —f(x).

Propriété 7.1

¢ La courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées. En effet, si
(x, f(x) € Cf, alors (—x, f(—x)) = (—x, f(x)) est un point de Cf. Ces deux points sont bien symétriques par
rapport a I’axe des ordonnées.

¢ De méme, la courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine du repére.
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VIV [

Fonction paire Fonction impaire
Remarque
Si f est paire, alors f(0) = 0. En effet, il faut avoir f(—0) = —f(0) donc f(0) = — f(0) d’ot1 2f(0) = 0 et finalement
F0) =0.
Exemple 7.3
Quelques fonctions paires : e x— x" lorsque n € Z est impair
e x— x" lorsque n € Z est pair (d’oi1le nom) * x—sinx
* X— COSX * X—tanx
1
Quelques fonctions impaires : ¢ X P
— Propriété 7.2 \

La seule fonction a la fois paire et impaire sur un intervalle centrée en 0 est la fonction nulle x — 0.

\

e. Opérations

— Définition 7.7
Si f et g sont deux fonctions définies sur un méme domaine D, on définit sur D les fonctions somme et produit
de f et g, notées f+ get f x g, par

VxeD, (f+g)(x)=f(x)+g(x) et VxeD, (fxg)x)=f(x)xgkx)

si de plus g ne s’annule pas sur D on peut définir la fonction quotient ]é par

1o f®

VxeD, (—
g g(x)

)(X)=

\

f. Majorant, minorant, extrema

—— Définition 7.8

Soit f : Dy — R une fonction. On dit que
* f est majorée s'il existe un réel M tel que Vx € Dy, f(x) <= M. On dit alors que M est un majorant de f
* f estminorée s'il existe un réel m tel que Vx € Dy, f(x) = m. On dit alors que m est un minorant de f.
¢ f estbornée si elle est a la fois majorée et minorée.

* f admet un minimum sur Dy 'l existe un réel a € Dy tel que Vx € Dy, f(x) = f(a). Le réel m = f(a)
s'appelle alors minimum de f sur Dy et on dit qu'il est atteint en a.

¢ f admet un maximum sur Dy s’il existe un réel a € Dy tel que Vx € Dy, fx) < f(a). Le réel M = f(a)
s’appelle alors maximum de f sur D et on dit qu'il est atteint en a.

¢ On appelle extremum un minimum ou un maximum. .
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2. Fonctions de référence

Lallure des graphes des fonctions suivantes doit étre connu. Connaitre le graphe peut souvent aider a comprendre comment
résoudre un probléme, ou a se souvenir des limites usuelles.

a. Fonctions affines et affines par morceaux

—— Définition 7.9 \

Une fonction affine est une fonction polynéme de degré au plus 1, c’est a dire une fonction de la forme f: x —
ax+ b ou a et b sont des réels fixés.

Sa courbe représentative est une droite d’équation réduite y = ax+ b. a est le coefficient directeur de cette droite
et b est son ordonnée a I'origine.

— Définition 7.10 )
On dit qu’une fonction f: D — R est affine par morceaux s’il existe une suite d’intervalles deux a deux disjoints
+00
(In) nen telle que U I, =Dy ettelle que Yn €N, fj;, est une fonction affine.
n=0

\ J

Exemple 7.4

¢ La fonction valeur absolue est affine par morceau. Sa restriction a ] —oo;0[ est la fonction x — —x et sa
restriction a [0; +oo[ est x — x.

¢ La fonction partie entiére, qui a un réel x associe 'unique entier n € Z tel que n < x < n+ 1, est affine par
morceaux. Sa restriction a chaque intervalle de la forme [n, n + 1[ est constante (donc affine).

b. Courbe représentative d’'une fonction affine f: x— ax+b

a>0 a<0 a=0

c. Courbe représentative de la fonction valeur absolue et de la fonction partie entiére

3% 5 4 .
2 4 — ¢
1 3 —<(C
X
2 —(C
-3 -2 -1 1 2 3
-1 1 —<
X
27 1 1 2 3 4 5
—y=lx
_3 —<
Fonction x — | x| Fonction x — | x]

d. Fonction polynome de degré 2
Une fonction polyndome de degré 2 est une fonction de la forme f : x — ax? + bx + c o1 (a, b, c) € R* x R x R.



Chapitre 7 : Analyse

5/25

Définition 7.11

Soit f : x — ax?+bx+c une fonction polynéme de degré 2. On appelle discriminant de f le nombre A = b? —4ac

On rappelle les deux propriété suivante :

— Propriété 7.3

\

Soit f : x — ax®+ bx + c une fonction polyndéme de degré 2. Alors

. . -b . -b
e Sia>0, f est décroissante sur | — oo; T [ et croissante sur | 2—; +ool.
a a

-b _
e Sia<0, f estcroissante sur | —oo; 2—[ et décroissante sur | 2—; +00|.
a a

— Propriété 7.4

\

X1 =

2

-b-vA
a

Q

et

X2 =

-b+vVA

2a

e SiA=0,1'équation f(x) =0 admet une unique solution réelle, notée xy et donnée par

Q

b

Xo=——"7"
2a

* Si A <0,l'équation f(x) =0 n’admet aucune solution réelle.

¢ SiA>0,'équation f(x) =0 admet deux solutions réelles, notées x, et x, et données par

e. Courbe représentative d’une fonction polynéme de degré 2

A>0 A=0 A<O
a>0
_b
2a X X X
X1 X2 b b
Xo=—— -
2a 2a
_b
2a X
a<0
x %= 50 x
_b
2a
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f. Fonctions cube, inverse, racine carrée, racine cubique

61, 51,
—y=1% —y=¥=
5 2l
4
1,
3
X
) 10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10
1
X -2+
> 4 6 8 10 12 14 16
-1 -3+
Fonction x — /x = x!/2 définie sur [0; +o0] Fonction x — ¢/x = x!/3 définie sur R

g. Fonctions exponentielle et logarithme

—

\

Définition 7.12 N

La fonction logarithme naturel, notée In, est 'unique primitive de la fonction x — ;lc sur ]0; +oo[ s'annulant en 1.
La fonction logarithme naturel réalise une bijection de ]0, +ool vers R. La fonction exponentielle, notée exp, est
définie comme étant I'application réciproque de In.

Ainsi, on a

e VxeR, In(exp(x)) =x

* Vx€]0,+ool, exp(n(x)) = x
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y=x
— y=e
—y=Inx

_5 1
Fonction x — e* définie sur R
Fonction x — In x définie sur ]0; +oo[

— Propriété 7.5 (Propriétés analytiques de la fonction exponentielle) \
* x— e’ est dérivable et (e*)' = e* e ef=1<=x=0
e el=1 e ef>1=x>0
e VxeR, e*>0 e ef<le=x<0

e x— e’ est strictement croissante

— Propriété 7.6 (Propriétés algébriques de la fonction exponentielle) N

a
e Y(a,b) e R?, 2D = ggh .« V(a,b)eR?, eib= S

eb
e YaeR Vnez, (e9)" =e"4

1
e VaeR, e %= — e VaeR,Ve?=e%?

L el )

— Définition 7.13 )
Si (a, b) €10, +oo[ xR, on définit a” par:

ab — ebln(a)

Ainsi, la derniére propriété peut se généraliser en V(a, b) €]0, +oo[ xR, (e®)? = e??,

— Propriétés 7.7 (Propriétés analytiques de la fonction logarithme) \
e x+— Inx est dérivable et (Inx)’ = % e VxeR™, Inx=0=x=1
e In(1)=0 e VxeRY, Inx>0<=x>1

{ * x— Inx est strictement croissante e VXeR", Inx<0<=x<1 |

— Propriétés 7.8 (Propriétés algébriques de la fonction logarithme) N
* Y(a,b) e R**)? In(ab) =Ina+Inb . Y(a,b)e R, ln(%) =Ina-Inb

e YaeR'™ ,VneZ In(a™) =nlna

- 1
s VaeR" ,ln(;):—lna . Vae[R{**,ln(\/E)zilna

\

— Exercice de coursn°1.
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— Exercice de cours n°2.

— Exercice de cours n°3.

—— Définition 7.14

Soit b > 0 unréel tel que b # 1. Le logarithme en base b est 'application qui a un réel x strictement positif associe
I'unique réel y tel que b = x. On la note log;,.

.

Remarque
In(b) In(x)
Onab’=x<¢Y =x<=ylnbh) =hx)<y= ) car b # 1 doncIn(b) # 0.
1
Ainsi, pour tout b€ R* \ {1}, on a log;, (x) = %

— Propriété 7.9

Quelle que soit la base b, le logarithme en base b vérifie les mémes propriétés algébriques que le logarithme
naturel.

h. Fonctions trigonométriques

2

-2 -2 -4

Sinus et cosinus ensemble :

—— y=sinx
—— y=cosx

-3r —2n - 0 n 2 3n\

3. Fonctions polynémes de degré n
Définition 7.15

Soit n € N. On appelle polyndme a coefficients réels de degré n une expression P(X) de la forme

n
PX) =Y axX*=apX"+ap 1 X" 4+ a1 X +ag
k=0
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ou (ay, ay,...,a,) € R™! avec a,, # 0 et o1 X désigne une indéterminée. Si I'indéterminée est une variable réelle
x, alors P définit une fonction réelle de la variable réelle :

n
VxeR, P(x)= Z akxk
k=0
Une telle fonction est une fonction polynéme de degré n.
e Pourtout k € {0,1,...,n}, le réel a; s’appelle coefficient de degré k
¢ le coefficient a, s’appelle coefficient dominant de P.
¢ Sia, =1, ondit que P est un polynéme unitaire.
* On appelle polynéme nul le polynéme dont tous les coefficients sont nuls.

¢ On note R,[X] I'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n, et R, [x] 'ensemble des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

Remarque

On distingue un polynéme et une fonction polyndme car 'indéterminée X peut étre remplacée par différents
objets mathématiques.

Par abus de langage on appelle parfois polynéme une fonction polynéme.

— Définition 7.16

On note deg(P) = n si P est un polyndome de degré n € N. Par convention, on pose deg(P) = —oo si P est le poly-
noéme nul.

Remarque

¢ Lafonction associée au polynéme nul est la fonction nulle.
* Les fonctions polyndmes de degré 0 sont les fonctions constantes.

¢ Les fonctions polyndmes de degré 1 sont les fonctions affines.

— Propriété 7.10

Soit P: x — ZZ:O akxk une fonction polyndme de degré n (avec a,, # 0). Alors P est dérivable sur R et
n n—-1
VieR, P)=) karx* =Y (k+Dagx"*
k=1 k=0

Si P est une fonction polyndome de degré n, alors P’ est une fonction polynéme de degré n— 1.
Si on note P¥ la dérivée k-iéme de P, alors P®) est un polynome de degré n — k. En particulier, P est constant
et P =0 des que k> n.

— Exercice de cours n°4.

— Propriété 7.11 \

* Une fonction polynéme est la fonction nulle sur R si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

¢ Deux fonctions polyndmiales sont égales si et seulement si elles ont méme degré et tous leurs coefficients
sont égaux.

\ J

— Propriété 7.12 N

Soient P et Q deux polynémes a coefficients réels. Alors

¢ deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
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e deg(P x Q) = deg(P) +deg(Q)
e deg(AP) =deg(P) si L € R*.
e deg(PoQ)=deg(P) x deg(Q)

\

— Définition 7.17

On appelle racine d'un polyndme P tout nombre A € R tel que P(A) = 0.

\

— Propriété 7.13
Soit n € N* et P € R, [x]. Pour tout réel A,

Aestuneracinede P < il existe Q € R,_;[x] tel que P(x) = (x — 1) Q(x).

\

— Exercice de cours n°5.

Propriété 7.14

Une fonction polynéme de degré n non nulle admet au plus 7 racines distinctes. Autrement dit, le seul polynéme

de degré inférieur ou égal a n qui admet n + 1 racines distinctes est le polynome nul.

— Exercice de cours n°6.

II. Limites

Dans toute cette section et sauf exception, Dy est une partie de R et f est une fonction définie sur D a valeurs dans R.

Intuitivement, on dira que « f a pour limite £ € R lorsque x tend vers a € R » si les valeurs de f(x) «s’approchent» de ¢ lorsque
la valeur de x «s’approche » de a. Les définitions suivantes visent a donner un sens rigoureux au verbe « s’approcher ».

1. Limite en +oo, limite en —oco

a. Limite infinie

—— Définition 7.18

On dit que f admet pour limite +co en +oosi:

VA(—:IR,EIonR,VxEDf,x>xozf(x) >A

On note alors lim f(x) =+ocoou f(x) +00.
X—+00

X—+00

Remarque

de vue logique mais aident a la compréhension :

xlirP f(x) = +oo si quel que soit le réel A, aussi grand soit-il, il existe un réel xo qui peut
—+00

dépendre de A tel que pour tout réel x > xp on a f(x) > A.

On définit de méme les limites infinies en +oo :

Sans changer le sens de cette définition, on peut lui ajouter quelques mots qui ne sont pas nécessaires du point

Définition 7.19

o xliIP f(x)=-0c0 < VAe[R,EIxoeR,VxeDf,x>xo:>f(x)<A
—+00

. xlim f(x) =400 &= VAeR,EIxoGIR,VxEDf,x<x0:>f(x)>A
——00

. th fx) =—00 < VAER,HxOelR,VxeDf,x<x0:f(x)<A
——00

— Exercice de cours n°7.



Chapitre 7 : Analyse 11/25

b. Limite finie

—— Définition 7.20

Soit / € R.

¢ Ondit que f admet pour limite le réel ¢ en +oo, si:
V£>0,Elx0€[R2,‘v’x€Df,x>x0:|f(x)—€|<£

e f admet pour limite le réel ¢ en —oo, si :
Ve>0,3xeR,VxeDp,x<xo=|f(x) ¥ <e

fx)

14—¢€,0+¢[ /\ ¢

N

]XO) +OO[

Jim f0=¢

Remarque
|| Onrappelle que [f(x) - 4| <e < f(x) €]l —¢€,0 +¢€][

Remarque

Sans changer le sens de cette définition, on peut la reformuler de la facon suivante :

lir+n f(x) = ¢ si pour tout réel ¢ strictement positif, aussi petit soit-il, il existe un réel xgy
X—+00

qui peut dépendre de ¢ tel que pour tout x > x, la distance entre f(x) et £ est inférieure a
E.

— Exercice de cours n°8.

2. Limite en un réel a

Définition 7.21

f admet pour limite +oo en a, si

VAE[R,36>O,Vx€Df, x—al<d=> f(x)>A

QOB
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f®
1A, +o0[
la=-6,a+0d] x
)lclil}lf(x) =400

On peut définir de méme les autres types de limite en un réel a :
— Définition 7.22 2

. chilr}lf(x) =—00 — \7’A<—:|R2,36>0,Vx€Df, lx—al<d=> f(x) <A

. )lcin}lf(x) ={ < Vs>O,EI6>O,Vx€Df, lx—al<d=>|f(x)-¥l<e
— Proposition 7.15 (Unicité de la limite) N

Si f tend vers une limite ¢ € R lorsque x tend vers un réel a, ou x tend vers +oo, alors ¢ est unique.

3. Définition unifiée

On note R = RU {+oo} U {—oo} la droite réelle achevée. On utilise cette notation uniquement dans le cours pour généraliser
plus facilement des définitions et des propriétés sur les limites.

Les différentes définitions de limites vues dans les sections précédentes peuvent étre synthétisé en une seule grace ala notion
de voisinage.

— Définition 7.23 )

Un voisinage d’'un réel a est un intervalle de la forme |a —§,a + 6[ avec § > 0.
Un voisinage de +oo (respectivement de —oo) est un intervalle de la forme ] A; +ool (respectivement de la forme
] —o00, Al avec A€ R.

—— Définition 7.24

Soient @ € R et £ € R. f admet pour limite ¢ lorsque x tend vers a si pour tout voisinage V, de ¢, il existe un
voisinage V, de a tel que f(V,) c f(V,) (autrement dit tel que Vx € V,, f(x) € V).

En adaptant la définition de voisinage selon la valeur réelle ou infinie de a et de ¢, on retrouve dans cette définition toutes
les définitions de limites précédentes.
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4, Limites et monotonie

— Proposition 7.16 (théoreme de la limite monotone) \

Soient a,b € R et f :1a, b[— R une fonction monotone.

e Si f est croissante et majorée sur |a, b|, alors f admet une limite finie en b.

¢ Si f est croissante et non majorée sur ] a, b|, alors linz f(x) =400
Xﬂ

e Si f est croissante et minorée sur |a, b, alors f admet une limite finie en a

¢ Si f est croissante et non minorée sur ]a, b|, alors lim f(x) = —oco.
X—a

\

Remarque
On a des propositions analogues lorsque f est décroissante sur ]a, b[

— Proposition 7.17

e Si f est croissante sur ]a, b[ et linlljf(x) =/,alorsVx€la,bl, f(x)<¢.
x—>
e Si f est croissante sur ]a, b| et ,lcif}zf(x) =/, alorsVxe€la,bl, ¢ < f(x).
¢ Si f est décroissante sur ]a, b et linzf(x) =/¢,alorsVxe€la,bl, f(x)=¢
x—>

e Si f est décroissante sur ]a, b et igl}lf(x) =/, alors Vx€la,bl, a= f(x).

5. Théoremes de comparaison

Dans toute cette section, f, g et  sont trois fonctions définies dans un voisinage de a, avec a € R.

— Proposition 7.18 (passage a la limite dans une inégalité)

Si f(x) < g(x) pour tout x dans un voisinage de a et que )lcl_r)rb fx)="Cet )lci_r’r(llg(x) =/ alors ¢ </

Remarque
Le passage a la limite dans une inégalité stricte donne une inégalité large :
lim 00 =¢
Si V est un voisinage de a, )lcmgl g =¢ = r¢=</

VxeV, f(x) <gx)

— Proposition 7.19

Supposons que f(x) < g(x) dans un voisinage de a.
e silim f(x) = +o0, alors lim g(x) = +o0
X—a X—a

* si )16111111 g(x) = —oo, alors Jl}_r% fx)=-o0

\

— Théoreme 7.20 des gendarmes \

Supposons que f(x) < g(x) < h(x) dans un voisinage de a. Si JIC% fx) = JICILI}l h(x) = ¢ avec ¢ € R, alors chlirlll glx)="¢.

\

6. Limite a gauche, limite a droite

—— Définition 7.25 )

Limite a gauche

* Ondit que f tend vers +oco a gauche en a € I, et on note chin; f(x) = lim f(x)=+o0,si
- X—a
x<a

VAeR,36>0,Yxe Dy, x€la-06,al= f(x)> A

¢ Ondit que f tend vers un réel ¢ a gauche en a € I, et on note )161_13 fx) = xlil};_ fx)=2¢,si
x<a

Ve>0,36>0,Vx€Df,x€]a—6,a[:|f(x)—€|<e

QOB
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Limite a droite
¢ On dit que f tend vers +co a droite en a € I, et on note J:Ccig:}f(x) = xlir:ll+ f(x) =+o0, si
VAeR,36 >0,Vx e Df,xe]a,a+6[3 fx)>A
e On dit que f tend vers un réel ¢ a droite en a € I, et on note chlll}l fx)= xlirtrll+ fx)=2¢,si
x>a

V£>0,36>0,Vx€Df,xe]a,a+6[:|f(x)—l|<£

\ J

Remarque

On définit de méme lim f(x) = —oco et xlir{ll_ f(x) = —o0.
x—a* -

Exemple 7.5

1 1
e lim —=-occet lim — =+oc0

x—0" X x—0* X
e lim [x] =3et linsl |x] = 2. En effet, pour tout x €]3 - §,3[ avec § suffisamment petit, on a | x| = 2.
x_,3+ X—3"

— Proposition 7.21

Soit f: I — Rune fonctionetac I.Ona
e lim f(x) = ¢sietseulementsi lim f(x)=/et lim f(x)=¢
x—a x—a x—at

e lim f(x) = +oosi et seulementsi lim f(x) =+ooet lim f(x)=+oo
x—a x—a- x—at

e lim f(x) = ¢ sietseulementsi lim f(x) =-ocoet lim f(x)=—-oco
x—a x—a x—a*

7. Asymptotes

—— Définition 7.26

Soit f : R — R une fonction et a € R.
On dit que
e f admet une asymptote verticale d’équation x = a en a si lim f(x) = oo (ou si lim f(x) = oo ou
X—a X—a

lim f(x) = +o0)
x—a*

¢ f admet une asymptote horizontale d’équation y = ¢ si xLHP fx)=¢ou xlirp fx)=¢

\ J

Remarque
Graphiquement, une asymptote est une droite indiscernable de la courbe de f al'infini.

Une fonction peut admettre au plus 2 asymptotes horizontales, mais une infinité d’asymptotes verticales

Exemple 7.6

» Lafonction inverse admet une asymptote verticale d’équation x = 0 et une asymptote horizontale d’équa-
tiony=0
¢ Lafonction exponentielle admet une asymptote horizontale d’équation y =0

. . PN . 'z . T
¢ Lafonction tangente admet une infinité d’asymptote verticales, d’équation x = 5 + kmavec ke Z.

III. Calcul de limites

1. Opérations sur les limites

Dans cette section, a désigne un réel, ou +oo, ou —oo, et ¢ désigne un réel fini.
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a. Somme
— Proposition 7.22 \
Si}lci_r’rzlf(x)z--' 4 4 4 +00 | +o0 | —oo
et )lci_r}}lg(x) = A 400 | —00 | +o0 | —00 | —o0
alors }Cm(f(x) +g(x)=-- | €+¢" | +oo | —00 | +oo | FI | —oc0
b. Produit
— Proposition 7.23
Si]lciir:lf(x):-~- 4 >0 | (>0 | ¢<0| ¢<0 0 +o00 | 400 | —0c0
et lim g(x) = --- A +00 | —00 | +00 | —oco | oo | 400 | —oc0 | —o0
alors lim f(x) x g(x) =--- | £+ ¢ | 400 | —00 | —c0 | 400 | FI | +o00 | =00 | +00
c. Quotient
— Proposition 7.24
Si chllrtllg(x) #0:
Si chi_r.rzl;f(x) = 4 4 +o0 | +oo +00 —00 —00
etlimg()=-+ | £'#0 | oo | 400 | £'>0 | £'<0 | £'>0 | £'<0
alors lim & = ﬁ 0 FI +00 —00 —00 +00
x—a g(x) 4
Si )lcl_lgg(x) =0:
Si)lciilzlf(x)z--- >0 | ¢>0 | /<0 | <0 | 400 | +00 | —c0 | —00 0
et )lci_I}}lg(x) =-- ot 0~ ot 0~ 0* 0~ ot 0~ 0
alors lim & = +00 —00 —00 +oo | +oo | —oo0 | —oo | +oo | FI
x—a g(x)

On note )lcmgl g(x) = ¢* (respectivement )lclrr}l g(x) = ¢7) si g(x) tend vers 0 en gardant des valeurs supérieure ou

égal a ¢ (respectivement inférieure ou égale a /).
Autrement dit :
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lim g(x) = (" = Ve,36>0,|x—al<d=>g(x)e[l,0+¢]
)lcin}lg(x) =0 < Ve36>0,|x—al<d=>gx) ell—¢,/]
Ainsi, la notation )16% g(x) =0" si g(x) tend vers 0 en gardant des valeurs positive

Ve, 30 >0,|x—al<d=>0=<gx)<e¢

(de méme pour )l}_t}r{ll g(x)=07)

2. Composition de limites

Proposition 7.25

Soient a,b, c trois réels, ou +oo, et soient f et g deux fonctions telles que go f soit définie dans un voisinage de a.
Supposons que lim f(x) = b et que lin}]g(x) =c.Alors limgo f(x)=c¢
x—a X— x—a

Exemple 7.7
|| Calculer la limite de x— e /Y en 0" eten 0~.

3. Croissances comparée

a. Négligeabilité

— Définition 7.27 3

Soit a € R et soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage V de a.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, et on note f(x) = o(g(x)), s’il existe une fonction ¢ :
X—a

V — R telle que )lci_rge(x) =0et f(x) =€e(x)g(x)

X
Si g ne s’annule pas au voisinage de a, cette définition est équivalente a lim % =0.
x—a g(x
— Exercice de cours n°9.
Les regles sont les mémes que pour les suites :
— Propriété 7.26 2

Soit ae R, ou a = +oo, et f, g et h trois fonctions définies au voisinage de a.
* Sif(x) JCfuo(g(x)) et g(x) xiao(h(x)), alors f(x) xiao(h(x))
* Sif(x) = o(g(x),alors f()h(x) = o(g(x)h(x)

e lim f(x) =0sietseulementsi f(x) = o(1)
X—a X—a

\ J

Par composition de limites, on obtient la proposition suivante :

— Proposition 7.27

Supposons que f(x) xiao(g(x))
¢ Silim h(x) = a, alors f(h(x)) = o(g(h(x))).
x—b x—b

e Si nl—l>IPoo u, = a, alors f(un)n =000(g(un))

—+

On peut donc poser des changements de variables dans les relations de négligeabilité lorsque les limites correspondent.

b. Comparaisons usuelles

Proposition 7.28 (croissances comparées)
‘ Soient a > 0 et 8> 0 deux réels. On a les limites suivantes :
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. . . . (nx)® .
Limite lim — =0 lim |x|fe® =0 lim =0 lim xf|lnx|*=0
X——00 x=+o00 xP X—0*

1 1
Notationde Landau | xf = o(@®) | e** = o (—) nx)* = o(xP) | IInx|* = o (—)
X—+00 X——00 xﬁ X—+00 x—0 xﬁ
Remarque
- . * : " . Inx -
En particulier,| lim — =+4o0c0| , lim xe*=0| , Iim —=0| , [limxlnx=0
x—+00 X X——00 x—+oo X x—0
A * ; % . Inx o
etVneN*,| lim — =+o0]| , lim x"e*=0| , lim —=0| , |limx"Inx=0
x—+oo x" X——00 x—+oo x" x—0

— Exercice de cours n°10.

c. Equivalence

—— Définition 7.28

Soit a € R. Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage V de a. On dit que f est équivalente a g au
voisinage de a s'il existe une fonction a vérifiant )lcln}l a(x)=1telleque Vx eV, f(x) = a(x)g(x).
On note f(x) x:ag(x).

(%)

Si g(x) ne s’annule pas au voisinage de a, cette définition est équivalente a chln; % =1

.

Les propriétés de I'équivalence sont les mémes que pour les suites :

— Propriété 7.29

fx) x:ag(x) si et seulement si f(x) — g(x) JCiuo(g(x)).

\

— Propriété 7.30 (Opérations sur les équivalents)

Soit ae R ou a = +oo et soient f, g, h et k quatre fonctions définies au voisinage de a.

e Si f(x)~g(x), alors g(x) ~ f(x)
e Si f(x)~g(x) et que g(x) ~ h(x), alors f(x)~ h(x)
¢ Si ¢ eR*, alors f(x)~ ¥ )lcil%f(x) =/
e Si f(x)~g(x) et h(x)~ k(x)

> f(x)h(x)~gx)k(x)

> @ ~ EEY si h(x) et k(x) ne s’annulent pas

h(x) k(x)

¢ Si f et g sont strictement positives et telles que f(x)~g(x) et si a € R, alors f(x)%~ g(x)%. En particulier

VX)) ~+/g(x).

Attention : On n’ajoute pas des équivalence.

En général f(x)~g(x) % f(x) + k(x) ~ g(x) + k(x)

Parexemple: x> +1 ~ x?etl—-x> ~ —x’maisx®+1+1-x>~2x0.
X—+00 X—+00

Par composition de limites, on a immédiatement le résultat suivant :

Proposition 7.31

Soient (a, b) € (R)%. Si f(x) ~bg(x) et que lirré h(x) = b, alors f(h(x)) ~ g(h(x)).
x— xX— x—a
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Exemple 7.8

On sait que x* + x ~ x> etque lim Inx= +oodoncln(x)? +In(x) ~ In(x)%.
+o00o X—+00 +00

Attention : On ne compose pas des équivalences a gauche. En général, f(x) ~g(x) & ho f(x)~ho g(x)
x+1

=e! #1 donce*! » e*.

Parexemple x+1 ~ xmais lim
X—+00 x—+o00 e

— Exercice de cours n°11.

d. Equivalents usuels

— Proposition 7.32 \

Soit P: R — R un polynéme.
¢ Lorsque x — +o0o ou x — —oo, P(x) est équivalent a son terme de plus haut degré.

* Lorsque x — 0, P(x) est équivalent a son terme de plus petit degré non nul.

\ J

— Proposition 7.33 \

Soit f : I — R une fonction dérivable en a € I. Alors

f@ = fl@+f@x-a+ox-a

\ J

On en déduit les égalités suivantes

— Propriété 7.34 (développements limités a ’ordre 1) \

Lorsque x —0ona:

i _ 1
e sinx=x+o0(x) . \/1+x=1+§x+o(x)

e cosx=1+0(x)
e (1+x)%=1+ax+o(x)
e exp(x)=1+x+o0(x)

e In(l+x)=x+0(x) o 1_x=1+x+o(x)
— Exercice de cours n®12.
On peut exprimer ces développements limités sous forme d’équivalents :
— Propriété 7.35 (équivalents usuels) \
Lorsque x —Oona:
; 1
e sinx ~ x e Vitx—1 ~ =x
x—0 x—02
® cosx ~ 1
x—0

e 1+x)%-1 ~ ax
x—0
. exp(x)—lx:()x

e Inl+x) ~ x .
x—0

— Exercice de cours n°13.

IV. Continuité

Dans toute cette section I désigne un intervalle réel.
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1. Définition

\

—— Définition 7.29

Soit f : I — R une fonction définie sur I et soit a € I. On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a), C'est a
X—a

dire si

Ve>0,36>0,Vxel,|x—al<d=|f(x)- fla)<e

f(x)

1f(a)—¢, f(a)+e€l

(a, f(a)

lim f(x) = f(a)

la—6,a+06]

\

—— Définition 7.30

Soit f : I — R une fonction définie sur I. On dit que f est continue sur I si f est continue en a quel que soit
acl.

\

— Propriété 7.36 (admise)

La plupart des fonctions de référence sont continues sur tout intervalle ot elles sont définies :

Toute fonction polynéme est continue sur R
X — sinx est continue sur R

X — cos x est continue sur R

x — tanx est continue sur | — 5 + kz, § + kx| pour tout k € Z.

x — e* est continue sur R

x— In x est continue sur ]0, +oo[

1 . . . . .
x — — n'est pas continue sur R* car R* n’est pas un intervalle, mais elle est continue sur ] —oo, 0[ et continue
X

sur ]0, +ool.

Remarque

La fonction partie entiere n’est pas continue sur R

— Exercice de cours n° 14.

Propriété 7.37 (Opérations)

Soit f et g deux fonctions continues sur I. Alors

f + g est continue sur [

f x g est continue sur /
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e SiVxel, g(x)#0,alors ]—C est continue sur I.
8

\

— Propriété 7.38 (Composée de fonctions continues)

Soit f: I — R une fonction continue et g : ] — R continue telles que f(I) < J. Alors go f : I — R est continue sur I.

\

2. Prolongement par continuité

— Définition 7.31

Soit I un intervalle et a € I et soit f : I\ {a} — R une fonction. On dit que f est prolongeable par continuité en
a s'il existe un prolongement de f a I continu sur I, c’est a dire une fonction f : I — R continue sur I et telle que
VxelI\{a}, f(x)= f(x).

— Proposition 7.39

Soit I un intervalle, soit a € I et soit f une fonction continue définie sur I\ {a}. f est prolongeable par continuité
en a si et seulement si f admet une limite finie en a.

— Exercice de cours n°15.

Proposition 7.40

Si a n'est pas une borne de I, alors f est prolongeable par continuité en a si et seulement si f admet une limite
finie a gauche et une limite finie a droite en a et que lim f(x) = lim+ ).
X—a x—a

— Exercice de cours n°16.

3. Applications

a. Continuité et suites

Proposition 7.41

Si (u,) converge vers une limite finie ¢, et que f est une fonction continue en ¢, alors f(u,) converge aussi et
Jim f(un) = fO).

— Exercice de cours n°17.

Exemple 7.9

Un contre exemple avec une fonction non continue : f: x — [x].
n

Le fait que (u,,) converge n'entraine pas nécessairement que (|u,]) converge. Exemple avec la suite 1 + qui

converge vers 1, mais pour n =2 ona:

. . (=n”" 1
> Sinestpair |1+ =(l+—|=1
n n

. o =n" 1
> Sinestimpair |1+ =|1-—=1=0
n n

-D"
n

donc la suite (Ll + J) diverge.
neN*

— Proposition 7.42

Plus généralement, si (a, b) € (R)Z etsi lim up=aetlim f(x)=b,alors lim f(u,)=>.
n—+oo X—a n—+oo

\
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b. Continuité et monotonie

— Propriété 7.43

Soient a < b deux réels. Alors
¢ Si f est continue sur [a, b] et monotone sur |a, b[ alors f est monotone sur [a, b].

* Si f est continue sur [a, b] et strictement monotone sur |a, b[ alors f est strictement monotone sur [a, b]

. J

c. Théoreme des valeurs intermédiaire

—— Théoreme 7.44 (des valeurs intermédiaires)

Soient a < b deux réels et soit f : [a, b] — R une fonction continue. Soit a € [f(a), f (b)] (ou a € [f (D), f(a)] le cas
échéant). Alors il existe un réel c € [a, b] tel que f(c) = a.

\

Remarque

Le théoréme est encore vrai si @ = —oo ou b = +oo (ou les deux). On remplace alors f(a) par xlim f(x) et f(b) par
——00

xEIme(x).

— Exercice de cours n°18.

Remarque

Les équations a une inconnue x peuvent souvent se ramener a une équation de la forme g(x) = 0. Lorsqu’on
cherche a démontrer 'existence d'un antécédent de 0 par la fonction g, le théoréme des valeurs intermédiaires
peut se formuler de la facon suivante :

Si g est continue et que g(a)g(b) <0, alors il existe c € [a, b] tel que g(c) =0

En effet, g(a)g(b) < 0 signifie que g(a) et g(b) sont de signes contraires donc que 0 est compris entre g(a) et g(b),
le TVI s’applique donc.

— Exercice de cours n°19.

Théoréme 7.45 (Corollaire du TVI)

Soient a < b deux réels et soit f : [a, b] — R une fonction continue et strictement monotone sur [a, b]. Soit a €
[f(a), f(D)] (ou a € [f(b), f(a)] le cas échéant). Alors il existe un unique réel c € [a, b] tel que f(c) = a.

Remarque

Le corollaire est encore vrai si a = —oo ou b = +oo (ou les deux). On remplace alors f(a) par xliIEl f(x) et f(b) par

im0

— Exercice de cours n°20.

Si I est un intervalle et que f est continue sur I, alors f(I) est un intervalle.

[— Proposition 7.46 (conséquence du TVI)

d. Théoréme des valeurs atteintes

—— Définition 7.32

On appelle intervalle fermé borné ou segment tout intervalle qui contient ses bornes, de la forme [a; b].

. J

—— Théoreme 7.47 (des valeurs atteintes, admis)

Si I est un intervalle fermé borné, alors f(I) est un intervalle fermé borné.
En particulier, si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b], alors f est bornée sur [a, b] et atteint ses
bornes : elle admet un minimum et un maximum sur [a, b].

e. Théoreme de la bijection
Une autre formulation du corollaire du TVI est le théoréme de la bijection
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— Théoréme 7.48 de la bijection

Soient a < b deuxréels et soit I = [a; b]. Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I. Alors J = f(I)
est un intervalle dont les bornes sont f(a) et f(b) et f réalise une bijection de I vers J. De plus, sa fonction
réciproque f~! est continue et strictement monotone sur J, de méme sens de variation que f.

Remarque
Le théoreme de la bijection est encore vrai si a = —oo ou b = +00, on remplace alors f(a) et f(b) par xlim fx) et
——00

lim f(x) le cas échéant.
X—+00

Le théoréme est aussi vrai si 'une des bornes est ouverte, I'image d'une borne ouverte est alors ouverte etl'image
d’'une borne fermée est fermée.

— Exercice de cours n°21.

f. Fonction arctangente

—— Définition 7.33 2
T
La fonction x — tan x est continue et strictement croissante sur I =] — 2 g E[' De plus, tan(I) = R. En vertu du
théoréeme de la bijection, il existe donc une fonction notée arctan définie et continue sur R et a valeurs dans
T T
1- > 5[ telle que Vx € R, tan(arctan(x)) = x.
—— y=arctanx T
> T
T
4
‘ : X
=1 1
/4
4
/4
2
. b4 T b4 . b4
On retient que arctan(—1) = ——, arctan(l) = —, lim arctan(x) =—-—et lim arctan(x)= —.
4 4 x—-oo 2 X—+00 2

— Exercice de cours n°22.

— Propriété 7.49 \
Soient I et J deux intervalles et f une bijection de I vers J dérivable sur 1. Si f’ ne s’annule pas sur I, alors f~! est
dérivable sur Jetona:

viel, (FY) @)= ——0
’ ()

— Propriété 7.50 \

La fonction arctan est dérivable sur R et Vx € R, arctan’(x) = i 2
X
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Exercices de cours

Exercice 1
Montrer les deux inégalités suivantes :
VxeR, e*=x+1 ; Vx>0, ln(l+x)<x
Exercice 2
Simplifier les expressions suivantes :
e’ +e’ 3. In(x?—4) —In(x+2 n
T+o7 n{x"~4) ~In{x+2) 5. exp| Y In(k* + k) —In(k+1)
2In(2) +In(9) , 1 k=t
e 4. In (e" x(ez‘z")z)e‘ n(x-2) 6. x+In(l+e ) +In(l —e*)
Exercice 3

Résoudre les équations et inéquations d’'inconnue x € R suivantes :

a) e*+2e*=e*+6 b) In(2) +In(x— 1) +In(x —3) = ¢) 2ln(x)?-In(x)—1=0
In(4—4x)
Exercice 4

Montrer qu’il n’existe aucun polyndme P tel que Vx € R,e* = P(x).

Exercice 5
Factoriser les polyndmes suivants :
a) f(X)=X3+X2-2 b) gX)=X3+X2+X+1 c) h(X)=X3-2X?>+X-2
Exercice 6

Déterminer 'ensemble des polynomes a coefficients réels P tels que Vx € R, P(x+1) = P(x).

Exercice 7

Montrer en utilisant uniquement la définition que lirp VX = +oo.
X—+00

Exercice 8

Montrer en utilisant uniquement la définition que llrp — =0.
xX—+00 X

Exercice 9

Montrer que x> = o(x®) et x® = o(x?).
X—+00 x—0

Exercice 10

Déterminer les limites des fonctions suivantes lorsque x tend vers +oo

I. f(x)=(nx)3e* 3. 7o = Ino) x x+1
In(In(x))
2. g(x) =e**—x?e3*In(x) 4. k(x)= Wl
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Exercice 11

Démontrer les équivalents suivants :

1. Vx+1 ~ x 3. e +x3 ~ €F 5. Inx+2 ~ Inx
X—+00 X—+00 x—0

2 X 3 3 1 1

2. In(x+x%) ~ 2In(x) 4, e*+x° ~ x 6. Inx+— ~ —

X—+00 X——00 Xx—=0Xx

Exercice 12

Utiliser des développement limités a I'ordre 1 pour calculer les limites suivantes :

In(1 + i v sinx 2
1. lim 20*+% 2. lim (1+ ! 3. Jim ol I00L+35)
x—0 sinx 09+ x—3 o nOvi—s

Exercice 13

Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes au voisinage de a :

B _ B 1/x

1. fx)=vx+ X, a=+00 3. h(x)zw,azo
eln(x)+x _y

2. g(x) =In(x? +x) ~In(x?), a= +oco 4. k(x)=1-cos’(vVx),a=0

Exercice 14

Etudier la continuité des deux fonctions suivantes :

g: R — R
f:r R — R
; 3-x2 six< -2
e six=0 ;
X — { X — x+1 si—-2<x<3
cos(x) six<0
X% +1 six=3

Exercice 15

sinx
On considere la fonction définie par f(x) = —— définie sur R*. Montrer que f peut se prolonger par continuité
b

en une fonction définie sur R.

Exercice 16

On considére la fonction f définie par

e l/x six>0
VxeR*, f(x)= 1
—— six<0
1 +In(x)?

Montrer que f se prolonge par continuité en une fonction définie sur R.

Exercice 17

Soit (u,) la suite définie par u,+1 = u, +e"" et uy = 3. Montrer que lirP U; = +oo.
n—+oo

Exercice 18

Soit f: [0, +oo[— R définie par f(x) = xel™*,

1
Montrer qu'il existe au moins deux réels x € R tels que f(x) = 3
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Exercice 19

Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Montrer qu'il existe un réel c € [0, 1] tel que f(c) = f(1—¢).

Exercice 20
N o _(mxo\ V5
Montrer qu’il existe un unique réel xj €]0, 1[ tel que sin (T) =3

Exercice 21

X

1+2e*

Montrer que la fonction f: x— réalise une bijection de R vers un intervalle que I'on déterminera.

Exercice 22

3
Déterminer la valeur de arctan(—+v/3) et arctan (\/?_)
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